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3. Bayes'sche Klassifikation

Mustererkennung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer



3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Definitionen:

D: Lernstichprobe
T: Teststichprobe
S: Gesamtstichprobe S=DuUT mit DNT=Y

Probabilistische Beschreibung von Klassen und Merkmalen

Mathematisches Modell: Umwelt als Zufallsgenerator, der Paare (M, w)
erzeugt. Die Gesamtheit (das Ensemble) dieser Paare mit ihrer Variabilitat
und ihren Haufigkeiten wird durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
(WV) beschrieben.

_>m

Zufallsgenerator
P(m, w)

_pa)

Der Zufallsgenerator liefere dabei unabhéangige Ausgaben in dem Sinne,
dass die Verbundwahrscheinlichkeit von N Ausgaben (m", ") gleich dem
Produkt IT" . P(M",®") ist.
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Probabilistische Beschreibung von Klassen und Merkmalen

P(M, w) = p(m| @)P(w) = P(w|m)p(m)

P(w)= [P(m,w)dm
M

p(m| )

p(m) = > P(m,) = Y. p(m| )P (o)

Bayes'sche Formel:

P(w|m) = p(M | w)P(w)
p(m)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Verbund-WV

A Priori WV

Klassenspezifische
Merkmals-WV, ,Likelihood®

Gesamt-WV der Merkmale

A Posteriori WV
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Beispiel: Wahrscheinlichkeitsverteilung gemischter Grof3en

$ P(M, o) m: metrisch, kontinuierlich

@. nominal, diskret

W
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Entscheidungsraum (Klassifikationsraum): IK

Q/~ ={wy,..., o}
Ql~ - {0q,..,0.}

wW; — O;, | =1...,C

v < o =[0,.1..0]" R

1

I-te Komponente

®; : Zielvektor (target vector)

: _
lojilc1 o o;=5

Ordinalitat der Nummerierung der w; suggeriert Nachbarschaften zwischen
den Klassen, die mit Falle einer nominalen Klassenstruktur keine
Bedeutung haben.

Die Vektorreprasentation eliminiert diesen Anschein.
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Objektmenge Musterraum Merkmalsraum
Q M

Messen, Merkmals- M
Beobachten extraktion

QO0/~

—_—

Klassifikation
o(m): IM — QO0/~

Klassenmenge mit Rlckweisungsklasse:

Q/~
Q0/~ =Qf~ U{a)o}

Klassenmenge
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Objektmenge Musterraum
Q

Messen, Merkmals-
Beobachten extraktion

Q/~

Klassenmenge

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Merkmalsraum | Entscheidungsraum QO0/~
IM Ak IK
C

> 7 min{k —o;

Klassenmenge mit Rlckweisungsklasse:

QO/"" = Q/"" U{a)o}

Minimale Distanz Klassifikation:

&(m) = wj mit j =argmin{[k(m) - o] }
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Entscheidungsvektor (Klassifikationsvektor):
k(m):IM = IK =span(my,..., ;) = IR
Komponenten: Entscheidungsfunktionen
ki(m), i1=1,...,C
Alle Klassifikatoren (und mithin alle Entscheidungsgrenzen im
Merkmalsraum) lassen sich mit diesem Formalismus beschreiben.
Parametrische Entscheidungsfunktionen: k(m;0)
0=[6,,.,0(]" €O :Parametervektor

® : Parameterraum
0 anhand der Daten D bestimmen bedeutet: Lernen aus Beispielen.

Ansatz: Lernen anhand der Stichprobe D ={m,,...,m} mit bekannter
Klassenzugehdrigkeit < Bestimmung der Parameter 6 derart, dass k(m)
die wahren ®(m;) e{oy,...,o:}fiir alle m,eD in gewissem Sinne moglichst
gut approximiert.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung

1@ 91yoay alfe ‘LM ‘ewslsASIezIydg aaeIaIul [YnIsIyeT 2102 ©

-121doy yolgayos

sun 1aq a1yoalaqebisiap pun



3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Zusammenhang:

Entscheidungsgebiete R; im Merkmalsraum:

Ri © IM & {K|I[k—o; [ <llk—o; |, ¥j #i jc IK
R; ={m|[Ik(m;0) e || <[ k(m;0)— ;I Vj =i}

oR; = { mllIk(m;8) o [ <||k(m;8)—o ||, Vi #i {\R;

K ist parametrisiert durch ® = 0R; sind parametrisiert durch 6.

Struktur und Parameter von K(.,0) legen die Grenzen R, der

Entscheidungsgebiete in IM fest.
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Entscheidungsvektor mit kleinster mittlerer quadratischer Abweichung

f o= E{||k(m)—(o||2}:zcl [ Ik(m) - o; |> P(m,0;)dm  —— minimal
=1 Ml k(m)

Problem der Variationsrechnung.

Sei k die optimale Losung. Dann gilt: | f(k+0k)> f(k), Vok =0

k und ok sind Funktionen von m.

f(k+5k)=E{ |k+k-o|*|
—E{ |k-o|? |+2E{ 6k" (k-o) | +E{ | 5K |P ]

f(k)=E{ k-0 |

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 10
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Entscheidungsvektor mit kleinster mittlerer quadratischer Abweichung

f(k+5k)>f(k) < E{|0K|f}+2E{ sk (k-®)}>0, Vok=0

Die Ungleichung ist erfullt, wenn qilt: E{ 5kT(k—m)} =0

E{&kT(k—w) }: [ i&kT(k—mi)P(m,mi)dm =

IMi=1
= | 5kT{ZC:(k—mi)P((oi |m)}p(m)dm:0
IM =1

Dieser Ausdruck wird ftr alle méglichen sk zu Null, falls der
geklammerte Ausdruck Null ist.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Entscheidungsvektor mit kleinster mittlerer quadratischer Abweichung

i(k_(’)i)P(mi |m) =ki P(o Im)—i(oiP((oi Im)=0
=1 i=1

=1

Der optimale Entscheidungsvektor lautet somit:

K(m) = 3 0;P(e; |m) = E{o | m}
=1

Setzt man nun die Definitionsgleichungen der Vektoren o; ein und
beachtet P(m; | m) = P(w; | M), so folgt:

k(m) =

1

0

5 P(wp |m)+

1

P(wy |mM)+...+

: P(ow¢ |m) = :

[P ([ M) |
P(w; | M)

_P(a)c |m)_

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Entscheidungsvektor mit kleinster mittlerer quadratischer Abweichung

Der optimale Entscheidungsvektor ist der Vektor der A Posteriori
Wahrscheinlichkeiten der Klassen @ bei gegebenem Merkmalsvektor m.

Entscheidung fir Klasse @; mit minimalem Abstand zwischen ®;j und k(m).

|k(m) - o HZ =p-; HZ SLEN minimal
|

_Pl i

poif = |R-1| = XPP+(R-D? = TPF-2R +1=[p" ~2R +1

jil

P

Ausdruck wird minimal fur das grof3te P, := P(w. |m) .
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Optimalentscheidung: Klasse mit maximaler A Posteriori Wahrscheinlichkeit
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Maximum A Posteriori Entscheidung (MAP)

\ 4
\ 4

ki(m) = P(c [ M)

\ 4
\ 4

ko (M) = P(w2 | M)

Maximum-
suche

\ 4

v

Ke (M) = P(ax | M)

k(m)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 14
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Wahrscheinlichkeiten im Entscheidungsraum

Wahrscheinlichkeitssimplex:
Zki =1 und Vi:ki ZO,ki <1

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Wahrscheinlichkeiten im Entscheidungsraum

K,

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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3.1. Allgemeine Uberlegungen zur Klassifikation

Wahrscheinlichkeiten im Entscheidungsraum

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung

17

'sun 19q a1yoalaqebians\ pun -131doy YyoNgalyasula a1yoay aje ‘1M ‘awalsAs)eziyog aAeIaIu] [ymsiys 2102 ©



3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Allgemeiner Fall:
Kostenfunktion:  I(&,w) : Q/~ x Q/~ - IR

Beschreibt die Kosten fur die Entscheidung fur o,
wenn tatsachlich die Klasse @ zugrunde liegt.

Kostenmatrix: (wg,07) Wwg,05) - Wwg,0)]
B
Hoc01) o Negog)
|
Ziel: Risiko | R = E{l(®, ®)}= mgl(irar)lal = minimale mittlere Kosten

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 18
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Allgemeiner Fall: .
R=E{l(®,w)}= j il(é)(m),a))P(m,a))dm:
IM w=ay

= j[ %I(a}(m),a))P(a)lm)jp(m)dm = minimal

IM\ o=y a(m)
— _/
I
e !
R(@|m)= > I(&(m),w)P(w|m)=minimal
0=y (M)

A Posteriori Risiko (bedingtes Risiko)

r :[rO’rl’ ’rC]T = [R(a)o | m)1R((0_I_ | m)’ ’R(a)c |m)]T - Lp

C
A Posteriori Risiken: i =R(aj [m) = > l(w;,0))P(wj | m)
j=1

Optimale Entscheidung: | ri=min{rg,r{,...,rc} < o=

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Diskussion:

Ingredienzen Bayes'sche Entscheidungstheorie:

» Klassenbedingte WV der Merkmale und A Priori WV der Klassen
—> A Posteriori WV der Klassen

= Kostenfunktion

Bayes'sche Entscheidungstheorie nutzt im Kontext des probabilisti-

schen Ansatzes alles, was man uber die Merkmale und die Klassen flr die

Gesamtheit aller Objekte der Doméane tberhaupt wissen kann.

- Leistung des Bayes'schen Optimalklassifikators stellt die obere Grenze
fur die Leistung anderer Klassifikatoren dar.

- Bayes'sche Optimalklassifikation dient als Referenz flr andere
Klassifikatoren.

Problem: A Posteriori WV der Klassen P(awm) bzw. deren
Bestimmungsstlcke: die klassenspezifischen WVen der Merkmale p(m|w)
und die A Priori WV P(w) der Klassen sind i.d.R. nicht bekannt.

Praktische Vorgehensweise: Z.B. parametrische Modelle insbesondere
far p(m;8|w) und Schatzung der Parameter 6 anhand der Lernstichprobe D.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 20
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Beispiel fur 2 Klassen:

Kosten: Iy =l(@ =, , ;) 1,j=12

Risiko: R(a |m)=111P(ew1|m)+112P(w,|m)
R(wy |M) =121P(ew1|m)+12P(wy | m)

Entscheidung:

@ =1 wenn R(wq|m) < R(w, | M)

< (I21-111)P(@w1|m) > (I12 =1 2)P(w2 | m)

< (I —lu)p(m|w1)P(@1) > (12 —l22) p(M| @2)P(@2)

sonst o =w»

@w=m, Wenn

p(M|@q) (I3 —12)P(@;)

p(m|w,) g (121 —111)P(@q)

sonst @=aw»

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Beispiel fur 2 Klassen, 1 Merkmal:

p(m|wy)

(l12 =1 2)P(w?) N
(121 = 111)P(@1)

p(m|wz)

e

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Minimum Fehler Klassifikation

Kosten: I(a)i,a)j) ::1—5ij :{O ?: J I,]=1...,C
1 1#]
= R(w |m)- ill(w.,w,-)P(w,- m) = 3 P(e; |m) =1~ P(a; | m)
J= J#i

MAP-Entscheidung: ,Maximum A Posteriori Entscheidung®

o=wj wenn P(o;|m)>P(o;|m) Vj=i

Das Risiko ist dann gleich der Fehlerwahrscheinlichkeit.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Fehlerwahrsgheinlichkeit . .
P(Richtig) = > P(M e R, w;) = > P(M e R; | 0j)P(»;) =Y | p(M] w;)P(@;)dm

=1

Fur ¢ = 2 Klassen:

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

P(Fehler) =1-P(Richtig)

P(Fehler)=P(meR,,w1)+P(MmeRy,w,)
= P(MeR;y|01)P(w1)+P(MeR;|w2)P(w3)

= jp(m|a)1)P(a)1)dm+ jp(mla)z)P(wz)dm
R, Ry

plmlw )Pl

~ reducible

. ervor
1
1
/ 4 ! b
R . h.) Mg m* 'R-._L
|Plmiw;)Pleos) ¢

R,

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

ROC (Receiver operating characteristic)
Aufgabenstellung Detektion: c=2; speziell Klasse w, soll ,entdeckt” werden.

Korrekte Zurlickweisung .
© 01 TN: True Negative =1 E
% ]
é Schlupf FN: False Negative g
c
% Falschalarm FP: False Positive 2
Q
> @9 TP: True Positive 0= 0, 2
Entdeckung
Entdeckung
Korrekte oo o)
.. : )
Zurlickweisung
P(m<m*| @)
Falschalarm
Schlupf o> M| )
P(m<m*|w,)

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

ROC (Receiver operating characteristic)

Entdeckung

1k

Die Kurven werden mit
fallendem m¥* durchlaufen.

o

P(m>m*|w,

g 2=
O

Falschalarm
1

P(m>m*|w,)

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Referenzbeispiel: Optimale Entscheidungsgrenze nach Bayes

Zahl der Klassen: ¢c =2

Klassenbedingte WDFen der Merkmale als Gauld‘'sche Mixtur:

71 O'J2 0 .
p(m‘wj):Z—N m; K, j=172
il 2
1=1 0 O'j
012 =0§ =1
- - . 1
A priori Wahrscheinlichkeiten der Klassen: P(a)j) = 5 J =12

Theoretischer Klassifikationsfehler = Fehlerwahrscheinlichkeit =~ 10,85%

Mit diesem Modell wurden Stichproben erzeugt:
Lernstichprobe: D: N =200, N; =100, N, =100,
Teststichprobe: T: N =200, N; =100, N, =100,

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Referenzbeispiel: Optimale Entscheidu

ngsgrenzen nach Bayes

p(mlex) o Pex m)

]
T AR
.
005.
AR
005

)
L

Bedingte WDF der Merkmale
Im Falle der Klasse 1

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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Bedingte WDF der Merkmale
Im Falle der Klasse 2
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Referenzbeispiel: Optimale Entscheidungsgrenzen nach Bayes

Bedingte WDFen der Merkmale fur beide Klassen

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Referenzbeispiel: Optimale Entscheidungsgrenzen nach Bayes

A posteriori Wahrscheinlichkeiten fur beide Klassen

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Referenzbeispiel: Optimale Entscheidungsgrenzen nach Bayes

Optimale
Entscheidungs-
grenzen

Stichprobe: N, = 100, N, = 100, Empirischer Klassifikationsfehler: 9%

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Minimax Entscheidungen

Ziel: Klassifikation, die robust ist bezlglich einer Variation der A Priori WV
P(w) der Klassen.

Beispiel fur 2 Klassen:

Risiko:

R=[R(@m)|m)p(m)dm = [[11;P(w1)p(M]@1)+112P(@2) p(M|@2)ldm+

R1

+ [[121P(@1) p(M | @1) +1 2P(@2) p(M| w7)]dm
R>

Mit P(w)=1-P(wz) und [p(m|e;)dm=1- [p(m]|e)dm,Vi= j folgt:

R; R; 1,]=12

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 32
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Minimax Entscheidungen, Beispiel fur 2 Klassen

RI\/Iinimax

A
- M

R=1,+(, _Izz)J. p(m|w,)dm+
Rl

+P(w,) (|11_|22)+(|21_|11)I p(m|w1)dm_(|12 _Izz)j p(Mm|w,)dm

R, Ry

N S

=0

Beim Design des Minimax-Klassifikators werden die Entscheidungsgebiete

R: so festgelegt, dass die Abhangigkeit von der A Priori WV P(w) der
Klassen verschwindet.

Rutinimax =122 + (112 =1 22) [ p(M] @2)dm =113 +(1 51~ l11) [ p(m | @1)dm
Rl RZ

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Minimax Entscheidungen, Beispiel flr 2 Klassen, |(«;, ®;) :1—§ij

R = P(Fehler)
44 4

Bayes'sche Klassifikation \

_____________________________________________________________________________

_____________________________________________________________________________

Minimax Klassifikator £ worst case Bayes-Klassifikator
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3.2. Bayes'sche Entscheidungstheorie

Minimax Entscheidungen
Diskussion:

Der Minimax-Klassifikator entspricht dem Bayes'schen Klassifikator fr
die ungunstigste A Priori WV der Klassen, d.h. fur die A Priori WV mit
dem maximalen Bayes'schen Risiko.

Der Minimax-Klassifikator minimiert das maximale Risiko.

Minimax-Entscheidungen sind vor allem in der Spieltheorie von Bedeutung,
wo ein intelligenter Gegner versucht, maximal zu schaden. Bei
Mustererkennungsaufgaben hingegen ist i.d.R. die Umwelt der ,Gegner®”.
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Normalverteilung eindimensional

Eine kontinuierliche Zufallsvariable m heif3t (univariat) normalverteilt mit

Erwartungswert ¢ und Varianz o2 wenn fiir ihre Wahrscheinlichkeits-

dichtefunktion (WDF) qilt:

2
mU N(m; i,6°) | p(m) = . eXp _Q(M)

2TOo 2\ o
w=Efmy= [mpmydm  o2:=E{(m-w)?}= [(m-w)?pm)dm

Zur Bedeutung der Normalverteilung (GauB‘sche Verteilung):
Zentraler Grenzwertsatz: Unter sehr allgemeinen Voraussetzungen flr eine
Folge stochastisch unabhéangiger Zufallsvariablen ist die Summe dieser

Folge asymptotisch normalverteilt;
Details findet man z.B. im Satz von Lindeberg-Feller, ,Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische
Statistik®, Fisz, VEB-Verlag, Berlin 1989.
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Normalverteilung mehrdimensionnal

Eine kontinuierliche Zufallsvariable m e IRY heif3t (multivariat) normalverteilt
mit Erwartungswert p und Kovarianzmatrix X, wenn fur ihre WDF gilt:

m ~ N(m;p, X)

p(m) = (2002 g 2

exp[—%(m—ufz‘l(m—u)}

p=E{m}= [.. [mp(m)dm

—00 —00

r=E{(m-p)(m-wT |-

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

(O ORENC ¢)

Jorr [(m=p)(m—p)" p(m)dm

—0o0 —00
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Normalverteilung - Beispiele

Ca. 95 % Wahrscheinlichkeit

Univariate Normalverteilung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

Multivariate Normalverteilung

Ellipsen: Punkte konstanter
Wahrscheinlichkeitssdichte.
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Bsp.: m~N(m;p,X)=N|m;p,

or

PO107

p €[-1,1]: Korrelationskoeffizient

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

m23

m23
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3.3. Normalverteilte Merkmale

MAP-Klassifikation bel normalverteilten Merkmalen:

P(w|m) = p(M | w)P(w)
p(m)

@®=wj wenn P(oj|m) > P(wjlm) V=i

Normalverteilungsannahme fir die klassenbedingte WV der Merkmale:

p(mfe;)=N(m;p;, %) 1=1....c

Normalverteilungsannahme macht nur bei mindestens intervall-skalierten
Merkmalen Sinn.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.3. Normalverteilte Merkmale

MAP-Klassifikation bel normalverteilten Merkmalen:

@d=w; wenn P(wjm) > P(wjlm) Vj=i

Wegen der strengen Monotonie der Logarithmusfunktion gilt:

P(wilm) > P(wjlm) < InP(wjlm) > InP(e;|m)

Beil normalverteilten Merkmalen rechnet es sich leichter mit den

Logarithmen:

Ki (M) = In p(m| ;) +In P(a;)

p(Mm| ;) = N(m;p;, X;)

ki(m) == (m— i) T E7 (- ) -

d

InZn—%lnD:i |+1n P(;)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Mustererkennung

41

1@ 91yoay alfe ‘LM ‘ewslsASIezIydg aaeIaIul [YnIsIyeT 2102 ©

-121doy yolgayos

'sun 1aq ayoalaqebiayspn pun



3.3. Normalverteilte Merkmale

enial- _ 2 .. :
Beispiel: X =01l ) unabhangig von |\
1 _ d 1
ki(m) == (M—p;) T (m—p;) =~ In27 = In | ;| +In P(o;)
"9 2d
1/ o)l o

Entscheidungsrelevant: | kj(m) :=—51; [|m—p; |2 +In P(;)

Bsp.: ¢ = 2,
P(ay) = P(a)

"Sun 19q a1ydalaqebiala\ pun -131doy YdIgalyasula a1yday aje 1IM ‘awalsAs)eziyog aAmesaiu] lymsiys 2102 ©

Verteilungen sind sphérisch in d-Dimensionen, Grenzen sind d—1-dimensionale
Ebenen (Hyperebenen) senkrecht zu den Verbindungsgeraden der Erwartungswerte.

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer Mustererkennung 42



3.3. Normalverteilte Merkmale

Entscheidungsgebietsgrenze zwischen R; und R; :

P(») _

k(M) = k; (m) = 2= (=) m= L=l I =l 1)+ IS 0

W

\ J

|
Hyperebene im Merkmalsraum

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Beispiel: X; =o°l

Fur P(wq) # P(w5) : Grenze nicht mehr mittig zwischen den Erwartungswerten.

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Beispiel: X; =X

d
2

- )
Y

ki(m) == (m— i) TE (M ) -

unabhéangig von i
Entscheidungsrelevant:

Ki(m) = —%(m —1i) =27 M —py) + I P(w;)

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

In2n—%ln|2|+ln P(w))
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Beispiel: X; =X P(wy) = P(w») P(wq) # P(®w>)

WV sind ,elliptisch®. Grenzen sind d-1 dim. Ebenen (Hyperébenen); LAllg.
nicht senkrecht zu den Verbindungsgeraden der Erwartungswerte.

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Allgemeiner Fall:

1 _ d 1
ki) == (M=) Z (M - i) =D 27 =2 n [ 24+ Ploy)

H_/

_ unabhéangig von i
Entscheidungsrelevant:

k(M) ==m" (=3)Z ' m+ 1 S m+ 3m Z -3, — 2| E, [+InP(w,)
\ ) \W_/ —— _

Wi Wi Wio

ki (M) =m' W.m+w; m+w,

Entscheidungsgebietsgrenze zwischen R; und R; :
ki (M) —K; (M) =m" (W, —W,;)m+(w; —w;) m-+wig—wjq =0

Die Entscheidungsgebietsgrenzen im Merkmalsraum sind Hyperquadriken.
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Bsp:c=4,d=2

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

oR, = J{mk, (m) =k, (m) Ak, (m) =k (M)V1 =1, j}

J#

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Beispiele:c=2,d =2

NS

-
R

/

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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3.3. Normalverteilte Merkmale

2,d=3

CcC=

Ispiele:

Be

© 2017 Lehrstuhl. Interaktive Echtzeitsysteme, KIT, alle Rechte einschlieBlich Kopier- und Weitergaberechte bei uns.

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Beispiel: Klassifikator flr das Referenzbeispiel auf der Basis einer
Gaulidichte flr jede Klasse: p(m\ 60,-) — N(m;uj,zj) j=12

14~

Bayes'scher
Optimalklassifikator

Parameter aus der Lernstichprobe geschéatzt. - Trainingsfehler = 9,5%

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung 51
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3.3. Normalverteilte Merkmale

Beispiel: Klassifikator flur das Referenzbeispiel auf der Basis einer
Gaulddichte flr jede Klasse: p(m\ 60,-) — N(m;uj,zj) j=12

Bayes'scher
Optimalklassifikator

Parameter aus Lernstichprobe geschatzt.
Teststichprobe - Testfehler = 11%  Asymptotischer Testfehler ~ 12,37%
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3.4. Merkmale mit beliebiger Verteilung

Beliebige Verteilungen kénnen mittels Gaul3‘'schen Mixturen approximiert
werden. Definition einer Gauld'schen Mixtur:

K K

mU p(m) =2 7 N(Mypmy, Xy ) 7 20, 27 =1
k=1 k=

Gaul¥'sche Mixturen sind universelle Approximatoren. Mit entsprechend

vielen Komponenten lassen sich beliebige WDFen beliebig genau nédhern.

Jede klassenbedingte WDF der Merkmale p(m|w;) , j=1,..,c kann

mittels einer klassenindividuellen Gaul¥'schen Mixtur approximiert werden.

Komponentenanzahlen K; fur jede Klasse individuell definierbar.
K.
J
mjo; 0 p(mle;)= 32 N(m; wjo Bic) - 720, Z”Jk—

Betrachtung flr K; = K: Pro Klasse sind auf Basis der Lerndaten
1/,K(d?+3d+2)-1 Parameter zu schatzen.
TEjprees T o e B K Z o 2K j=1...c

. J

K-1 Kd 1Kd(d-+1)

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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3.4. Merkmale mit beliebiger Verteilung

Bsp.: Referenzbeispiel benutzt Gauld'sche Mixturen mit jeweils K =7.

]
T AR
.
005.
AR
005

)
L

Prof. Dr.-Ing. Jirgen Beyerer

p(m\a)l)

/[["'3”%,;’

I
-

|

oooooo
S

Q .
Ak
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4.3. Bayes'sche Klassifikation — ergdnzende Bemerkungen

Fehler bei der Bayes'schen Klassifikation

= Bayes'scher Fehler: ergibt sich durch die Uberlappung der der
klassenbedingten Verteilungsdichten der Merkmale.

= Modellfehler: ergibt sich durch ein nicht passendes Modell.
Auswahl eines passenden Modells mit Hilfe eines Anpassungstests fur
WVen, z.B. Chi-Quadrat-Test; Detalls in statistischer Grundlagenliteratur.

= Schatzfehler: ergibt sich aufgrund endlicher Datensatze.
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